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1 Die Gleichung 23 + y3 = 23

Satz: Die diophantische Gleichung x® + y3 = 23 besitzt keine nichttriviale
Losung.

Die Behauptung ist gleichwertig mit der, dass 2% — 3% = 22 oder 23 +¢3 + 23 = 0
keine nichttriviale Losung besitzt. Es sei (z,y, z) eine nichttriviale ganzzahlige
Losung von

2+t 4+ 22 =0. (1)
Wir kénnen uns dabei auf Losungen (x,y, z) mit ggT'(x,y, z) = 1 beschrinken,

woraus sofort die paarweise Teilerfremdheit von z,y, z folgt. Von den Zahlen
x,y, z ist dann genau eine gerade. Mit (x,y, z) folgt aus der Identitét

(@+y+2)’ =3@+y)y+2)+a)+2°+y° +27
dass mit (1) auch
(x+y+2)° =3 +y)(y+2)(z+2) (2)

gelten muss. Aus (2) folgt 3|(z+y+2). Wegen ggT'(x,y, z) = 1 ist auch ggT'(x+
Y,y+z, z+x) = 1. Da die linke Seite von (2) ohne Rest teilbar durch 32 ist, muss
auf der rechten Seite genau einer der Faktoren (z + y), (y + 2), (z + z) teilbar
durch 9 sein. Wir nehmen an es sei 9|(z+y). Andernfalls tauschen wir einfach die
Variablen. Wegen ggT (z+y, y+z, z+x) = 1 ist dann g¢T (9(x+y), y+2, 2+x) =
1. Somit miissen gggﬂ, y + z, z + x selbst Kubikzahlen sein. Es sei

a3:x;—y’ b =y+ 2z, S =z+uz (3)
Somit ist ggT'(z +y,y + 2,2 +z) = 99T (9a3,b3, ¢3) = ggT(3a, b, c) = 1. Mittels
Aquivalenzumformung erhalten wir aus (1)

—
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2t = —(z+y)(@® — 2y +y?),

2’ =—(y+2)(y* —yz +27),

yP = —(z +2)(2* — 2z + 2?).
Mit (3) folgt aus (4), (5), (6), dass 3a|z, b|x, cly ist. Sei

z x
=3 Ty (7)
Wegen ¢ggT(z,z,y) = 99T (3ac,bB,cy) = 1 und ggT'(3a,b,c) = 1 ist auch

99T (3a, B8,7) = 1. Mit (7) erhalten wir aus (4), (5), (6)
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’y:

3a® = — (2% —axy +¢?), (8)
B =—(y* —yz+2%), (9)
3 = = (2% — 2z + 2?). (10)

Dann ist 997 (3, 8,7) = ggT (30>, 3°,7°) = g9T (3(2* —xy +y°), v* —yz + 2%,
22— zx+a2%) =1.



MIKE WINKLER - UBER DIE DIOPHANTISCHE GLEICHUNG z° + y° = 22

Mit (3) folgt aus (2)

T +y+ z = 3abc. (11)
Mit (3) folgt aus (8)
z = 3abc — (x +y) = 3abc — 9a* = 3a(bc — 3a?), (12)
x = 3abc — (y + z) = 3abc — b = b(3ac — b?), (13)
y = 3abc — (z + ) = 3abc — ¢ = ¢(3ab — ). (14)

Mit (7) folgt aus (12), (13), (14)
a = be — 3a?, B = 3ac — b?, vy = 3ab — 2. (15)
Wegen ¢ggT'(3a,b,c) =1 ist dann ggT'(3a,a) =1, g9T'(b,8) = 1, ggT(¢c,v) = 1.

Um die nachfolgenden Gleichungen und Terme iibersichtlicher und lesbarer zu
gestalten substituieren wir wie folgt. Es sei

r=@-y)?  s=@y-27° t=(:-2) (16)
und
u=(z+y—2)>% v=(y+z—1x)° w=(z+z—1y)> (17)
Mit
A =ayr(u? — 1) +yzs(v? — 1) + zat(w? — 1),
B = 2zyru + 2yzsv + 2zxtw,
C =xyr(u® +1) +yzs(v® + 1) + zat(w? + 1),
gilt dann die Identitét

26 zyz-rst- (2® 4+ P + 23 =CF - B2 - A% (18)

Mit (x,y, z) folgt aus (18), dass mit (1) auch
A? +B% =C? (19)

gelten muss. Alle ganzzahligen Losungen fiir (19) sind mit ganzen Zahlen m,n
folgendermaflen darstellbar:

A=m?—-n? B = 2mn, C=m?+n%
Es ist dann
m? —n? = zyr(u® — 1) + yzs(v? — 1) + zat(w? — 1), (20)
2mn = 2zyru + 2yzsv + 2zxtw, (21)
m? +n? = zyr(u® + 1) + yzs(v? + 1) + zat(w? + 1). (22)



MIKE WINKLER - UBER DIE DIOPHANTISCHE GLEICHUNG z° + y° = 22

Aus Subtraktion von (20) und (22) folgt
n? = xyr + yzs + zat. (23)
Aus (21) folgt nach Division durch 2
mn = xyru + yzsv + zrtw. (24)

Aus Addition von (20) und (22) folgt

m? = zyru® + yzsv? + zxtw?. (25)

Mit (3) und (7) folgt aus (17)
r+y—2)%=(9a> - 2)* = (9a® — 3a0)? = 9a*(3a* — )?,
y+z—2)? =) =0 -b6)? =b?
eyt = (- y) = (o) = A

(
= (
= (
= (

woraus  9a?|u, b2|v, c*|lw folgt. Wegen ggT (3a,a) = ggT(3a® — a,a) = 1,
g9T(b,B) = ggT(b* — B,8) = 1, ggT(c,y) = ggT(* —~,7) = 1,ist atu, B1
v, ytw sowie ggT(u,a) =1, ggT (v, B) =1, ggT(w,7) = 1.

Mit 3alu, blv, cjw und 3alz, blz, cly folgt aus (24), dass 3a|mn, blmn,
clmn ist, da die rechte Seite von (24) jeweils ohne Rest durch 3a, b, ¢ teilbar ist.
Mit der gleichen Argumentation folgt aus (25), dass 3a|m?, bjm?, c|m? ist.
Mit der zusétzlichen Bedingung ¢g¢7'(3a,a) = 1, ggT'(b, 8) = 1, ggT(c,7y) = 1,
folgt aus (23), dass 3atn?, bfn?, ctn? ist.

Aus 3a|mn, blmn, c/mn und 3a|m?, bjm?2, c/m? und 3a{n?, btn?, ctn?
folgt daher, dass 3abc|m und ggT(3abc,n) =1 ist. Sei

m = 3abc - k, (26)
dann erhalten wir mit (11)
m=(x+y+z)-k (27)
Mit (8), (9), (10) folgt aus (16)

= (z—y)* =2 = 2zy +y* = —(3a” + ), (28)
=(y—2?=y"—2yz+2° = —(F° +y2), (29)
=(z—2)? =22 —2zx + 2% = —(° + 22). (30)

Mit (28), (29), (30) folgt aus (23)

2= —ay(3a® + xy) — yz(8° + y2) — z2(v’ + 2x)

n
n? = —3zya® — (zy)? — yz* — (y2)* — za9® — (z2)?
n® + (zy)® + (y2)* + (22)* = =3aya® — yzp° — z27°,
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fiir die rechte Seite gilt mit z = 3ac,x = b8,y = ¢y aus (7)

n? + (zy)? + (y2)? + (22)* = —3bBcya® — cy3aaB® — 3aabBy?
n? + (zy)* + (y2)* + (22)® = —3apy(a’be + B2ca + y2ab). (31)

Mit (28), (29), (30) folgt aus (24)

mn = —xy(3a® + xy)u — yz(B> + y2)v — zz(y® + zz)w
mn = —3zyciu — (zy)*u — y2B8%v — (y2)%v — 2oy w — (22)*w

mn + (zy)?u + (y2)*v + (22)*w = —3zya’u — yzB3v — zav3w,
fiir die rechte Seite gilt mit z = 3aa, x = bB,y = ¢y aus (7)

mn + (zy)?u + (y2)*v + (22)*w = —3bBeyau — ey3aafPv — 3aabBy w
mn + (zy)*u + (y2)*v + (zx)*w = —3aBy(a’beu + Bcav + y?abw).  (32)

Mit (28), (29), (30) folgt aus (25)

m? = —xy(3a® + zy)u? — yz(B° + y2)v? — za(y + zx)w?
m? = —3zya’u® — (zyu)? — y2zB30? — (y2v)? — 2oy w? — (zaw)?
m? + (zyu)? + (yzv)? + (zow)? = —3zyadu® — yz330? — zay3w?,

fiir die rechte Seite gilt mit z = 3aa, x = bB,y = ¢y aus (7)

m? + (xyu)? + (yzv)? + (zzw)? = —3bBcya’u® — cy3aafv? — 3aabBy>w?
m? + (zyu)? + (yzv)? + (zow)? = —3afy(a?beu® + B2eav? + v2abw?).  (33)

Lemma 1: Es gilt

4(x +y)z = (3abc)? — u, (34)
4(y + 2)x = (3abc)? — v, (35)
4(z + x)y = (3abc)? — w (36)

Beweis: Mit 3abc = x +y + z aus (11) und u = (x +y — 2)? aus (17) folgt aus
(34)

Durch Variablentausch verlduft der Beweis fiir (35) und (36) ganz analog. [
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Lemma 2: Es gilt
(3abe)?(abe + B2ca + v2ab) = abeu + B cav + v abw. (37)
Beweis: Mit z = 3aa,x = bf,y = ¢y aus (7) folgt aus (1)
(3ac)® + (bB)* + (cv)® = 0.
Nach Multiplikation mit 4abc folgt
3%a3a - dabe + b33 - dabe + 343 - dabe = 0
a?be - 4(9a®)3aa + Bca - 4(b*)bB + v2ab - 4(c*)ey = 0.

Mit 9a3 = 2+ y,b®> =y +2,¢3 = 2+ z aus (3) und z = 3aa,z = b3,y = cy aus
(7) folgt

a?be - 4(x +y)z + Bea- Ay + 2)x +y2ab - 4(z + )y = 0.
Mit (34), (35), (36) aus Lemma 1 folgt

o®be ((3abe)?® — u) + B%ca ((3abe)® — v) +~v%ab ((3abe)® —w) =0
a?be(3abe)? — abeu + BZca(3abe)? — B2cav + y2ab(3abe)* — v abw = 0
(3abc)?(a®be + B2ca + y2ab) — (o’beu + B2cav + y2abw) = 0.

Die letzte Gleichung ist mit (37) identisch, was zu beweisen war. (]

Betrachten wir die Gleichungen (31), (32), (33) und (37) gemeinsam.

n?+ (xy)® +(y2)* +(22)° = -3apy(c’bc +Bca +7%ab),  (31)
m? + (zyu)? + (yzv)? + (zzw)? = —3aBy(a’beu® + fZcav? + y*abw?), (33)
mn + (zy)*u + (y2)*v + (z2)*w = —3aBy(a’beu + fZcav + v abw), (32)

(3abe)?(a?be + B%ca + y*ab) = a’beu + BZcav + y2abw. (37)

Mit (31) und (33) haben wir zwei Gleichungen, deren linke Seite jeweils eine
Summe von vier Quadratzahlen ist. Da nach (17) w, v, w selbst Quadratzahlen
sind, ist die linke Seite von (32) hingegen eine Summe von drei Quadratzahlen
und mn. Gleichung (37) macht eine Aussage dariiber, in welchem Verhiltnis die
anderen drei Gleichungen zueinander stehen. Aus (37) folgt mit (31) und (32)

mn + (zy)?u + (y2)?v + (22)%w

n? + (zy)? + (y2)? + (22)? = (3abe)”, (38)

bzw.

mn + (zy)?u + (y2)?v + (22)*w
= (3abc - n)? + (3abe - xy)? + (3abe - yz)* + (3abe - zz)?. (39)
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Somit ist auch die rechte Seite von (32) eine Summe von vier Quadratzahlen.

Mit (7), (26) und u = 9a2(3a? — )2, v = b2(b? — B)?, w = c2(c? — v)? konnen
wir die Quadrate der linken Seite von (33) wie folgt faktorisieren.

= (3abc - k)? = (Sabc) (k)2
)2 (bB - ¢y - 9a*(3a” — ) ) = (3abc)® (By3a(3a® — 04)2)2,
0)2 (¢ - 3aa - B2 (b* — B) )2 = (3abc)? (yab(b* — 5)2)2,
(z:cw)2 (3aa - bB - *(c* — 7)2)2 = (3abe)? (aBe(c® — 7)2)2 .

Wir kénnen somit alle vier Quadrate von (33) ohne Rest durch (3abc)? teilen.
Nach Division von (33) durch (3abe)? erhalten wir

>+ (By3a(3a® — a)2)2 + (yab(b® — 6)2)2 + (aBe(c® — 7)2)2

_ _3aﬁ’y(02bcu2 + B2cav? + y2abw?) (40)
B (3abc)? '

Nach (37) und (40) ist (3abc)? sowohl echter Teiler von (a?beu+ B2cav +~2abw)
als auch 3afvy(a?bcu? + B2cav? + y2abw?).
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