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Zusammenfassung

Der Grofle Fermatsche Satz besagt, dass die diophantische Gleichung
" 4+ y" = 2" fiir n > 2 keine nichttriviale Losung besitzt. Ein Beweis
hierfiir wurde 1995 von ANDREW WILES[4] erbracht. Diese iiber 100-seitige
Arbeit zéhlt zu einer der umfangreichsten und kompliziertesten Schriften
der Mathematikgeschichte und kann in seiner Génze nur von einigen weni-
gen Spezialisten verstanden werden. Es wird gezeigt, dass die Losbarkeit
der diophantischen Gleichung z" + y" = 2" fiir alle n > 2 mittels ei-
ner Identitét[1] auf die Losbarkeit des diophantischen quadratischen Glei-
chungssystems

¢ =a’a—b"B—c?y,
pq = (ad)?a — (be)*B — (cf)*7,
P’ = (ad®)’a — (be*)*B — (cf?)*y,

reduziert werden kann, was eine enorm vereinfachte und verkiirzte Be-
weisfiihrung des Groflen Fermatschen Satzes ermdéglichen konnte.
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1 Lemmata
Lemma 1: Sei
r=x-y, s=y-+z, t=z+ux,
und
u=x+y-+=z, V=Y —2—, W= —Y—2z,
dann gilt mit

A=t = 1)y - 20 = D)2 — (! = 1)(2)" 2,
B = 2(ru) (ay)" ™ - 2(s0)*(y2)"~ = 2tw) ()",
C = P2t + 1)) — 20+ 1)(y2)" 2 — 2wt + 1) ()",

die Identitét
(8rst)?(zyz)" 2 (a"™ +y™ — 2") = A + B2 - C2. (1)

Beweis: Setzen wir r, s,t,u,v,w in (1) ein, dann erhalten wir nach Ausmultipli-
zieren und Zusammenfassen eine Gleichung mit zwei identischen Seiten. O

Lemma 2: Das diophantische Gleichungssystem
¢ =d’a— b —c?r,
pq = (ad)’a — (be)* B — (cf)*y,
p* = (ad?)?a — (be®)?B — (cf*)*,

besitzt mit d # e # f # 0 keine ganzzahlige Losung, wenn o« = § = v = 1 oder
ol # B8] # [7] # 0 mit ala, 5]b, vlc und |af # a, |B] #b, |y # c gilt.

Beweis: steht noch aus. O
Lemma 3: Die diophantische Gleichung x™ + y™ = z" besitzt fiir n = 3 und
n = 5 keine nichttriviale Losung.

Beweis: Erste Beweise fiir diese Fille stammen von EULER, DIRICHLET und
LEGENDRE. t
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2 Ein alternativer Bewelis

Satz: Die diophantische Gleichung z™ + y™ = 2™ besitzt fiir n > 2 keine nicht-
triviale Losung.

Beweis: Es sei (z,y, z) eine nichttriviale ganzzahlige Losung fiir ein bestimmtes
n > 2 von

"yt =2" (2)

Wir kénnen uns dabei auf Losungen (z,y, z) mit ggT'(z,y, 2) = 1 beschrinken,
woraus sofort die paarweise Teilerfremdheit von z,y, z folgt. Von den Zahlen
x,y,z ist dann genau eine gerade. Mit einer Losung (z,y,2) fiir (2) wird die
linke Seite der Identitdt in (1) gleich Null, so dass

A® 4+ B*=C? (3)

gelten muss. Alle ganzzahligen Losungen fiir (3) sind mit ganzen Zahlen p, ¢ mit
p > q > 0 folgendermaflen darstellbar:

A=p"—¢, B=2pq C=p*+.
Aus Lemma 1 folgt damit

PR g =t = D))" - Pt - 1)) - Rt - D) ()
2pg = 2(ru)? ()"~ — 2(s0)*(y2)" 2 — 2(tw)? (22)"2, (5)
P gt =t ) ()" = Pt 1) ()" - !+ ()" (6)

Aus Subtraktion von (4) und (6) folgt
@ = r2(ay)" 2 = (g2 — ()", @

Aus (5) folgt nach Division durch 2

pq = (ru)*(zy)"~* = (sv)*(y2)" 7% = (tw)* (z2)" 2. (8)
Aus Addition von (4) und (6) folgt
p2 _ (ru2)2(xy)"72 o (5v2)2(yz)n72 - (tw2)2(zx)n72. (9)

Betrachten wir nun getrennt die Félle fiir gerade und ungerade n > 2.
Sei n = 2k + 1, dann erhalten wir aus (7), (8), (9) das Gleichungssystem

¢* = (r(ay)* ) 2y — (s(u2)* 1)z — (t(z0)" 1) 22,
pa = (ru(ey)* ) 2y — (s(y2)* )" gz — (tw(za)* 1) 2,
p? = (ru(ay)* ) 2y — (502 (y2)" 1) yz — (tw?(za) 1) 22, (10)
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Setzen wir jetzt a = r(zy)* 1, b = s(y2)F 1, ¢ = t(zz)* 1, und d = w,
e=wv, f =w,und o = zy, f = yz, v = zx, dann erhalten wir aus (10) das
Gleichungssystem von Lemma 2. Fiir die Nichtexistenz ganzzahliger Losungen
muss d # e # [ # 0und |of # |5] # |7| # 0 und «ala, Blb, v|c und
lal # a, |B] # b, [v] # ¢ gelten.

Gemél Lemma 1 ist r=xz—y, s=y+z, t=z4+zxzundu=x+y+z, v=
y—z—x, w = r—y—z. Uberpriifen wir damit die Voraussetzungen von Lemma 2.

Wir konnen fiir eine nichttriviale ganzzahlige Losung (z,y, z) von (2) voraus-
setzen, dass |x| # |y| # |z| # 0 ist.

Aus || # |yl # 2| #0folgt c+y+2#y—2z—ax #x—y—2z # 0. So-
mit gilt u # v # w # 0 und auch d # e # f £ 0.

Aus |z| # |y| # |2| # 0 folgt |zy| # |yz| # |zx] # 0 und damit auch
|l # 18] # Iv] # 0.

Fiir alle k > 1ist zy|r(xy)* 1, yz|s(y2)k 1, zz|t(z2)*~1 und damit auch a|a, 5|b,
Ve

Aus z,y,z € Z mit ggT(z,y,2z) = 1 und |z| # |y| # |2| # 0 folgt z — y #
y+2z # z+x # 0 und damit r # s # t # 0. Fiir alle k > 2 ist dann
lzy| # r(zy)* L, lyz| # s(yz)*~L, |2| # t(z2)*~! und damit auch |a| # a, |8] #
b, |y[ # c.

Da somit fiir alle k£ > 2 die Voraussetzungen von Lemma 2 erfiillt sind, folgt di-
rekt, dass (10) fiir alle & > 2 keine nichttriviale ganzzahlige Losung (p, ¢, z,y, 2)
besitzt.

Sei n = 2k mit k > 1, dann erhalten wir aus (7), (8), (9) das Gleichungssystem

@ = (r(ey)* )" = (s(v2)" ) = (t(z2)* )",
pa = (ru(ay)* )" = (sv(y2)" )" = (tw(za)* )",
pt = (7°u2(9r:y)k_1)2 - (svz(yz)k_l)2 - (th(zm)k_l)Z. (11)

Fiir (11) gelten dieselben Bedingungen wie fiir (10), nur dass o = f =y =1
ist. Damit sind auch hier fiir alle £ > 1 die Voraussetzungen von Lemma 2
erfiillt, woraus direkt folgt, dass (11) fiir alle k > 1 keine nichttriviale ganzzah-
lige Losung (p, ¢, x,y, z) besitzt.

Demnach kann (2) unter der Préamisse von Lemma 3 fiir alle n > 2 keine nicht-
triviale Losung (x,y, z) besitzen, womit der Satz bewiesen ist. O
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